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ABOUT ONE ALGORITHM FOR SOLVING THE INVERSE DYNAMIC PROBLEM OF 

POROELASTICITY FOR LAYERED MEDIUM 

L.Kh.Khuzhaev1, Sh.A. Abdimurodova2 

 

TATU Karshi branch, Karshi, Uzbekistan 

1 Karshi State University, Karshi, Uzbekistan. 

 

Abstract. An inverse dynamic problem of poroelasticity of a piecewise-smooth 

shear coefficient is considered using additional information on oscillations of free 

surface points. It is believed that Goupill's hypothesis about the equal propagation 

time of perturbations through the layers of a liquid-saturated porous medium has been 

fulfilled. Recursive formulas for recovering the unknown shift coefficient are ob-

tained. 

Keywords: poroelasticity, direct problem, inverse dynamic problem, layered me-

dium, Goupill's hypotheses, Fourier images, complex plane. 
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Аннотация. Рассматривается обратная динамическая задача 

пороупругости кусочно-гладкого коэффициента сдвига по дополнительной 

информации колебаний точек свободной поверхности. Считается, что 

выполнена гипотезы Гупилла о равном времени распространении возмущений 

по слоям насыщенной жидкостью пористой среды. Получены рекуррентные 

формулы для восстановления неизвестного коэффициента сдвига. 

Ключевые слова: пороупругости, прямая задача, обратная динамическая 

задача, слоистой среды, гипотезы Гупилла, образы Фурье, комплексной 

плоскости. 
 

Введения 
 

Математическое моделирование волновых полей стало неотъемлемой 

частью современных обрабатывающих геофизических комплексов в нефте и 

газодобыче. Еще большее значение оно имеет на этапах интерпретации 

сейсмических данных. Его активно используют при идентификации и 

увязывании горизонтов, при сопоставлении результатов обработки с данными 

акустического каротажа и т.п. На нем основан метод псевдоакустического 

каротажа, представляющий собой одну из попыток решения обратной 

динамической задачи для реальных данных. 
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В основе существующих и активно используемых в практике методов 

математического моделирования, как правило, лежит уравнение с частыми 

производными. Задачи о распространении волн различной природы в плоских 

слоисто-- неоднородных средах возникают во многих физических 

исследованиях. Наряду с прямыми задачами могут быть поставлены обратные, 

заключающиеся в определении характеристик слоисто-неоднородных сред. 

Обратным задачам для гиперболических уравнений ввиду их широкого 

прикладного значения посвящена обширная литература (см., например, [1-4]). 

Среди этих задач большое практическое значение имеют обратные задачи 

электроразведки [5], магнитотеллурического зондирования [6], задачи 

интерпретации данных о дисперсии поверхностных сейсмических волн [7], [8], 

обратные динамические задачи сейсмики [9], [10], а также задачи синтеза 

слоистых покрытий [11].  

В [12] получил рекуррентные формулы для определения кусочно-

постоянного коэффициента волнового уравнения в рамках гипотезы Гупилла о 

равном времени   распространения возмущения по плоскопараллельным 

слоям. В качестве дополнительной информации рассматривалось значение 

решения начально-краевой задачи (или его производной по времени) на 

свободной поверхности  0x  . 

 Наиболее близкой к предложенной является идея послойного 

определения коэффициента волнового уравнения путем последовательного 

анализа в точке 0x  отраженного сигнала в моменты времени 2 .n  

Измеренный в этот момент времени сигнал должен содержать информацию о 

первых 1n   слоях и при известных значениях коэффициента в первых n слоях 

позволяет определить искомую величину в 1n  -м слое (см., например, [1, 13, 

14]). Отметим также работы [15-19]. 

 В данной работе нас будет интересовать задача, связанная с 

распространением волн в изотропной слоистой пористой среде, опирающейся 

на однородное полупространство. Будем рассматривать плоскопараллельные 

слои. Рассматривается одномерная обратная динамическая задача 

пороупругости в диссипативном приближении для слоистых сред.  
 

Постановка задачи 
 

Рассмотрим процесс распространения колебаний в неоднородном по 

переменной x полупространстве, описываемый системой уравнением [20-24] 

 
2

2
( ) ( ) ( ) ( )s l

u u u v
x x x b x

t x x t t
  

       
     

       
, 0x  , 0t            (1) 

                           ( )
v

b x u v
t


 


,         0x  ,   0t                                (2) 

при следующих нулевых начальных условиях: 

                      
0

0
t

u

 ,     

0
0t t

u

 ,    

0
0

t
v


 ,    0x                          (3)  

и граничном условие 
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0| ( )x xu H t  ,           0t                                                  (4) 

В формулах (1) и (2)  функция ( )x кусочно-постоянна и может иметь разрывы 

в точках 1 2 ,... ka a a   , функции ( )l x , ( )s x , ( )b x , т.е. полагая 
0 0,a   можно 

записать равенство 

                       
1

1

для ( , ), 1,...,
(x)

для

m m m

k k

x a a m k

x a










 
 


   ,                                    (5) 

       
1

1

для ( , ), 1,...,
(x)

для

lm m m

l

lk k

x a a m k

x a










 
 


   ,                                    (6) 

       
1

1

для ( , ), 1,...,
(x)

для

sm m m

s

sk k

x a a m k

x a










 
 


   ,                                    (7) 

       
1

1

для ( , ), 1,...,
(x)

для

m m m

k k

b x a a m k
b

b x a





 
 


   ,                                    (8) 

 

где  , , , .m m lm smb const     

В точках разрыва 
mа коэффициента ( )x  к условиям (3), (4) добавим условия 

сопряжения  

               [ ] ( ) 0, 1,...,
m m

x a x x a
u x u m k 

                                         (9)       

Задачу определения функции ( , )u x t  и ( , )v x t  удовлетворяющей равенствам (1)-

(4), (9) при заданной функции ( )b x , ( )x , ( )l x , ( )s x  вида (5)-(8), принято 

называть прямой задачей. 

 Основной предмет исследования настоящей работы составляет 

 Обратная задача 1A . Определить коэффициент ( )x  уравнения (1), т.е. 

найти набор из 2 1k    чисел   1 1 1,..., ; ,..., ,k ka a   если относительно решения 

задачи (1)-(4), (9) известна информация 

( ) (0, t)e , ,i t

tФ u dt 






                                       (10) 

причем   отделенный от нуля конечный интервал и функции ( )b x ,  ( )l x , 

( )s x  заданы. Далее будем для простоты считать, что функции ( )b x ,  ( )l x , 

( )s x  заданными постоянными. 

 Все дальнейшие построения будем проводить в предположении, что 

1 0 2 1 1

1 2

... k k

k

а а а а а а

с с с
   
                                    (11) 

и величина   задана, /k k skc   . Как отмечалось выше, в ряде случаев 

предположение (11) эквивалентно гипотезе Гупилла. Будем считать, что 
| | /   . 
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 Отметим, что наличие k равенств (11) обратной позволяет говорит о 

восстановлении в рамках решения обратной задачи 1 лишь k+1 констант. Будем 

считать, что это 1 1,..., .kс с   

 
Известно (см., например, [1, 4]), что прямая задача (1)-(4), (9) в случае 

слоистой среды связана следующей задачей для уравнения Гельмгольца с 

параметром: 

         
2 2( , ) 0,xxU B x U  %

                                                          (12) 

         (0, ) ( ), 0 при ,x xU h U iB U х     %                       (13) 

                                 0, 1,...,k.
m m

xx a x a
U U m

 
                                          (14) 

Здесь ( , ), ( )U x h    образы Фурье соответственно функций u и H: 

( , ) ( , ) , ( ) ( ) ,i t i tU x u x t e dt h H t e dt  
 

 

 

    

(1 ( ) / ( )) ( )
( , )

( ) ( )

l sx x b x i
B x

c x b x i

  




 



% . 

 Дополнительная информация (10) для обратной задачи 1A  определения 

коэффициента ( )x  будет соответствовать равенству 

                                      
( ) (0, ),Ф i U    

                                 
(15) 

 Таким образом, решение обратной задачи 1A  связано с решением 

следующей задачи. 

 Обратная задача 2A . Определить коэффициент ( )x  вида (5)-(8) 

уравнения (12), если относительно решения задачи (12)-(14) известна 

информация (15). 

 Следуя [12] введем следующее 

 Определение.  Обратную задачу 2A  об определении функции ( )x  вида 

(5) по дополнительной информации (10) в рамках гипотезы (11) назовем k-

слойной.  

 Если это не оговорено особо, всюду в дальнейшем будем рассматривать   
k-слойную задачу. 

 Воспользуемся явными формулами для общего решения уравнения (12) 

на участках постоянства функции 1( ) ( , )m mx a a  : 

                   1 2( , ) ( ) ( ) .m miB x iB xm mU x A e A e
    

 
% %

                          (16) 

 Краевое условие (13) при x   означает, что из бесконечности нет 

приходящих волн, т.е. 
1

2 0kA   . Для полупространства kх a выполнено 

равенство 

                       1( , ) ,kiB x
U x Ae

 
%

                                             (17) 

где параметр ( )А   будет определен ниже. 

 Согласно (16) равенства (15) можно записать в виде  
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1 11 1

1 2 1 2 ,m m m m m m m miB а iB a iB a iB am m m mA e A e A e A e
        

% % % %
 

   1 11 1

1 2 1 1 2 .m m m m m m m miB a iB a iB a iB am m m m

m mA e A e A e A e
        

  
% % % %

 

Отсюда, используя обозначения 

                                     
1( 1)

,
j

m mi B am m

j jВ A e



%

                                                   (18) 

Легко получить, что в силу (7) справедливы равенства 
1 1

1 2 1 2 ,m m m i b m i bВ В В e В e       
% %

                                        (19) 

 1 11
1 2 1 2 .m m m i b m i bm

m

В В В e В e   



    
% %

 

Здесь 
(1 / )

.l s b i
b

b i

  



 



%   

Система (19) в обозначениях 

11 m
m

m






                                            (20) 

эквивалентна равенствам 

 1 1

1 1 2

1
,

2

m m i b m i b

m mВ B e B e         
% %

 

                             1 1

2 1 2

1
, m 1,...,k 1.

2

m m i b m i b

m mВ B e B e           
% %

                    (21) 

 Для вычисления величин k

jВ  используем равенства (13) в точке ,kx a

представление (17) и формулы (11), (16), (20). Полагая 1 ,k ki B a
e
 

%
получим  

1 2

1 1
, .

2 2

k k

k kВ А В А                            (22) 

Функцию ( )А   определим из краевого условия (13) при 0,х  которое согласно 

(11), (16), (18) имеет вид  

 1 1 1 1

1 1 2 1 1 2(A ) ( ).i b i bi B A i B B e B e h        
% %% %                      (23) 

 Используя формулы (21), (22), можно сделать вывод о том, что  

 1 1P , ,
2

k i i

j jk

А
В e e                                                (24) 

где 1( , )k

jP   однородные полиномы степени 1k   переменных , . 

Коэффициенты этих полиномов, в свою очередь, однородные полиномы 

степени k , состоящие из слагаемых вида 1 2 ... k
  

. 

 Согласно (23), (24) справедлив аналог равенства из [12] 

 
1

1 1

1 2

1

( )
,

2

k i b k i b

k

А h
P e P e

i B

    




   

% %

%
 

Но тогда для дополнительной информации (16) 
1 1

1 1( ) (0, ) ( )Ф i U i A A       

мы получим представление 
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1 1

1 2

1 1
1 1 2

( )
( ) .

k i b k i b

k i b k i b
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



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% %%
                                     (25) 

 Наложим ограничение на функцию ( )h   (т.е. функцию ( )H t в терминах 

динамической постановки (1)-(4)). Пусть для некоторого 
0 0   функция ( )h   

не обращается в нуль на отрезке  0 0, / .      В частности, если 

( ) ( )H t t  и ,R  то ( ) 1h    и приведенное выше условие выполнено при 

любых 
0 , .   

 Рассмотрим следующие коэффициенты Фурье функции ( ) / ( )Ф h  : 

0

0

/

1 2( ) ( ) i m

m Ф h e d

  

 



   



                                         (26) 

Установим связь между числами 
m  и параметрами 

m  обратной задаче 2A . 

 Для вычисления интегралов (26) используем замену переменных 
2 ( 2 ),iz e dz i zd     взаимно однозначно отображающую полуинтервал 

 0 0, /     и   на единичную окружность 1z  комплексной плоскости z  

(интегрирование происходит в сторону возрастания arg z ). 

 Умножая числитель и знаменатель правой части (25) на функцию 
/2ki ke z  , получим, что функция 1 ( ) / ( ),BФ h %  которую в терминах 

переменной z мы будем обозначать через ( ),kF z является отношением двух 

полиномов степени k : 
( ) ( ) ( )

0 1

( ) ( ) ( )

0 1

...
F (z) .

...

k k k k

k
k k k k k

k

f f z f z

g g z g z

  


  
                                       (27) 

Здесь нижний индекс функции ( )kF z  и верхние индексы коэффициентов 
( ) ( ),k k

j jf g  означают «слойность» задачи. 

 Равенства (26) в этих обозначениях принимают вид 

1

1 1

1
( ) , 0,...,k

2
m k m

z

dz
F z m

i c z


 



                                 (28) 

 Интегралы вида (28) в случае, когда все корни стоящего в знаменателе 

функции ( )kF z полинома лежат вне единичного круга плоскости z , 

сравнительно просто вычисляются с помощью методов теории функции 

комплексного переменного. Все дальнейшие выкладки будем, проводит в 

вышеупомянутом предположении, что полином 
( ) ( ) ( )

0 1 ...k k k k

kg g z g z    не имеет 

корней в круге 1.z   Достаточным условием для справедливости этого 

предположения в силу известной теоремы  Руше [24] является неравенства 

( ) ( )

0

1

.
k

k k

j

j

g g


                                                       (29) 
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 Итак, считаем, что подынтегральные функции в равенствах (28) внутри 

ограниченной контуром интегрирования области 1z   имеют единственную 

особую точку-соответственно полюс порядка 1m в точке 0.z   Это позволяет 

воспользоваться теоремой о вычетах [24], на основании которой  

            
1

0
1

( )
.k

m m
z

F z
Res

B z




 



%

 

Поскольку, как уже отмечалось, точка 0z   является полюсом порядка 1m

для рассматриваемой функции, коэффициенты Фурье (28) можно вычислять по 

формулам [24]  

                         ( )

1

1
(0).

!

m

m kF
m B







%
                                                (30) 

 Прежде чем формулировать основной результат работы, введем 

некоторые обозначения (см.(20)): 

                         

1

1

, 1,..., ;m m m
m

m m m

m k
  


  










   


                                      (31) 

                                         
1 1

1 1 , 0,..., 2, 2,...,m m m m

p m m p ph h h h p m m k 

      
                     

 

                                         1 , 2,...,km

m mh m                                                   (32) 

                                                        
1

0 0, 1,..., .m

mh h m k    

 Теорема. Пусть выполнены равенства (11), полином (27) 
( ) ( ) ( )

0 1 ...k k k k

kg g z g z    не имеет корней в круге 1z   и образ Фурье ( )h 

функции H(t)  не обращается в нуль для  0 0, / .        Тогда для 

построенной по решению задачи (12)-(14) функции ( )kF z (27) справедливы 

формулы  
1 1

( ) 2 ( )

11

(0) ! 2 (1 ) (0)
( )!

mm m
pm m p

k m p k

pp

h
F m F

m p
 

 




 
   

 
 .                           (33) 

Причем коэффициенты , m

m ph  вычисляются согласно формулам (31), (32), 

2,..., .m k  

 Доказательство теоремы проводится так же, как в [12]. 

Алгоритм решения обратной задачи 
1A  (обратной задачи 

2A ) 

 Используем формулы (33) для построения алгоритма решения обратной 

задачи 2, а тем самым и обратной задачи 1. 

 Перед описанием алгоритма напомним условия его применимости. 

           1. Должны быть выполнены равенства (11), что в терминах системы 

уравнений Ламе означает справедливость гипотезы Гупилла об одинаковом 

времени прохождения волны по слоям. 

 2. Полином 
( ) ( ) ( )

0 1 ...k k k k

kg g z g z   (27) не должен иметь корней в круге 1z 

. Достаточным условием выполнения этого ограничения в терминах 
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коэффициентов 
m  исходной задачи является то, чтобы скорости в слоях 

отличались «не сильно». 

 3. Образ Фурье  ( )h  данных H(t)
 
(4) не должен обращаться в нуль для 

содержащегося в   отрезка длины  0 0/ : , / .         

Например, если ( ) ( )H t t  и R , то это условие выполнено для всех 
0 , .   

 При всех сформулированных предположениях, решение обратной задачи 

(
1 1,..., k  

)  можно найти по следующей схеме. 

  1. Вычислить 1k   интегралов (26): 
0 .,..., k   

 2. Последовательно определить числа 
1,..., :k   

1 1 0/ 2 ,                                                              (34) 

а согласно (30), (33) 

 

1

1

1
20

1

1
,

2
1

m

m p m p

p

m m

p

p

h 























                                                     (35) 

где коэффициенты m

ph вычисляются по рекуррентным формулам (32). 

 3. Найти решение обратной задачи:  

1 0/ ,                                                                (36) 

а в соответствии с (31)  

1

1
,

1

m
m m

m


 








                                                     (37) 

 Итак, в сформулированных предположениях формулы (26), (32), (34)-(37) 

дают решение обратной задачи 2A . Численная реализация этих формул состоит 

лишь в процедуре вычисления интегралов (26) и алгебраических 

преобразований (34)-(37), (32). 

 Важным является то, что моменты (26) могут вычисляться на отделенном 

от нуля интервале изменения  .   

 Алгоритм допускает наличие фиктивных слоев 
1,m m    что расширяет 

возможность его применения. 
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